1. el6adas

Normélt terek. Norma, normalt tér. Példak normalt térre. |||z]| — ||lyll| < ||z — y||. Indukalt
metrika. Nyilt és zart egységgémb, a zart egységgémb nem a nyilt lezartja. Banach-tér, ellenpélda.

2. el6adas

Gomb eltoltja, nagyitdsa. Az Osszeadds és a skalarral vald szorzas sorozatfolytonosak, és ezért
folytonosak is. Linedris altér lezartja is linearis altér.

Lineéaris operatorok normalt téren. Linearis operdtor. Folytonos operator, folytonossag ekvi-
valens jellemzései. Folytonos linearis funkcional, dudlis tér. Operatornorma ekvivalens definicioi.

[|[Az|| < ||A|l|lx]|- Az operdtornorma norma és szubmultiplikativ.

3. eloadas

Algebra, szubmultiplikativ norma algebra f6lott, normalt algebra, Banach-algebra. Ha E nt és F’
bt, akkor B(F, F') Banach-tér az operdtornorméaval. Kovetkezmények: B(E) Banach-algebra, E’
Banach-tér. Ha A,, — A operdtornormaban, akkor pontonként is (forditva nem igaz). A, — A
operatornormaban < A, — A egyenletesen B1(0, E)-n. Folytonos lineéris operatorok kiterjesz-
tési tétele, kovetkezmények siirti linearis altérre.

Ekvivalens norméak. Ekvivalens normak. Homeomorfizmus és normaekvivalencia ekvivalens.

4. el6adéas

Ekvivalens normakra a konvergencia, Cauchy-konvergencia és teljesség ekvivalens. Véges dimen-
zi6s vt felett minden norma ekvivalens. Véges dimenziés nt-bol nt-be mend operator folytonos.
Ha két nt kozott van linearis homeomorfizmus, akkor egyszerre teljesek. Véges dimenziés nt bt.

Véges dimenzios linedris altér zart. Véges dimenziéban kompakt < korlatos és zart.

5. elbadas

Konstrukciék normalt térre. Véges sok nt szorzata: nt a max-normdval, ||pr;|| < 1, a topolégia
a szorzattopolodgia, a teljesség megmarad. Faktortér, faktornorma: a j természetes homomorfiz-
musra ||j|| < 1, a teljesség megmarad, W C E/m nyilt < j~H(W) nyilt, j nyilt leképezés.

II£ll norma €(K, K)-n. [[fn = flll = 0 & fn & f. (C(K,K), ||-[) Banach-tér.

6. eloadas

Approximacié folytonos fiiggvényekkel. i (t). Lemma py szummadzédsair6l. Approximécié
Bernstein-polinomokkal. Elemi Stone—Weierstrass-tétel. Borel-mérték, regularis Borel-mérték.
LP(u)-ben a folytonos fliggvények slirtin vannak. Speciélis eset: Lebesgue-mérték. A folytonos
fliggvények beagyazasa LP-be.



7. elbadas

Példak. Példak nem teljes normalt térre. Banach-térben egy linedris altér pontosan akkor zart,
ha teljes. Példdk folytonos ill. nem folytonos lineédris operatorra. C([a, b],K) felett || - ||1 és |||l

inekvivalensek.

8. el6adas

Hilbert-terek. Skalaris szorzat, prehilbert tér. CBS-egyenlétlenség. Indukalt norma, ez valéban
norma. Hilbert-tér. Paralelogramma-szabaly. Polarizaciés formuldk. Példak Hilbert-térre. A ska-

laris szorzat folytonos. Mer6legesség, ortokomplementer, biortokomplementer. M T zart linearis
— T
altér, MCN=MTDODNT MCM' ", MTTT =MT, MT =span M .

9. eloadas

Riesz tétele: zart konvex halmaztél valé tavolsag egyetlen pontban realizalédik. Riesz ortogonélis
felbontasi tétele. Altér szerinti ortogondlis felbontas. M C H zart linearis altér = M = M T,
M C H zart linedris altér = MT # {0}. MT = {0} & spanM = H. M " = span M. Riesz
reprezentacios tétele.

Ortogonalis rendszerek, ortogonalis sorok. Totalis halmaz, teljes halmaz, Hilbert-térben

ezek ekvivalensek. Ortogondlis és ortonormalt rendszer és sorozat, ortogonalis sor.

10. el6adas

Sorosszeggel vett skalaris szorzat vehetd tagonként. Elemi Pitagorasz-tétel. Parseval-tétel. Orto-
gonélis sor altaldnos alakja. > ane, konvergens < >~ |ay,|? konvergens. A Fourier-egyiitthatok

egyértelmiisége. Absztrakt Fourier-sor. Bessel-egyenlétlenség. Zfzo(ﬂen)en egyenl6 az x-nek a

span{e, : n € N}-re vett vetiiletével. Fourier-sorba fejthetdség. Gram—Schmidt-ortogonalizacio.

11. el6adas

Gyenge konvergencia Hilbert-térben. Gyenge konvergencia. Normabeli konvergencia =

gyenge konvergencia, forditva nem igaz. A gyenge limesz egyértelmii. Ha (z,|y) — (z|y) Yy € S,

akkor Vy € span S-re is. Hilbert-térben korlatos sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata.

Radon-Nikodym-tétel (véges esetben).

12. el6adas

Folytonos linearis operatorok Hilbert-térben. Adjungalt: folytonos, az adjungaldas norma-
tarté involicié. Algebrai tulajdonsagok, C*-tulajdonsiag. Normalis, 6nadjungalt, pozitiv, unit-
ér operatorok, ortogondlis projekci6. (ran A)T = ker A* és ran A = (ker A*)T. Sebestyén-tétel.
Komplex Hilbert-térben (Axz|y) felirdsa, operdtoregyenléség jellemzése skaldris szorzattal. Ellen-

példa valésban. Kévetkezmény normalisokra, énadjungaltakra és pozitivokra.



13. el6adas

Numerikus értékkészlet és numerikus sugar. Numerikus értékkészlet és numerikus su-
gar. w abszolit homogén és szubadditiv (félnorma). Komplex Hilbert-térben 1Al < w(A4) <
[All. |(Az|y) + (Ay|z)| < 2w(A).||z].|ly||. Komplex Hilbert-térben w (7%") < w(T)*". Komplex
Hilbert-térben normélis T-re w(T) = ||T|.

Hahn—Banach-tételkor. Szublinearis fiiggvény. Szublinedris fiiggvény altal dominalt linearis

funkciondl kiterjesztése bévebb altérre. Hahn-Banach-tétel algebrai alakja.

14. el6adas

Példak szublinedris fiiggvényre. Abszolit domindlt funkcional kiterjesztése. Folytonos linedaris
funkciondl kiterjesztése. Kis Hahn-Banach-tétel. E’ szétvélaszté E felett. x = 0 & Vf € E' :
f(@) =0. [lz|| = sup{|f(2)| : f € £, [ fI| < 1}.

Normalt tér bidualisa. Bidualis tér, Z.

15. el6adas

2| = ||z|. T(x) = # lineéris izometria. Teljessé tétel, £ = ranT az E teljessé tétele. Nt-bsl
bt-be mend folytonos linearis operator atvezethetd a teljessé tételen. F pontosan akkor bt, ha
ranT C E” zért. Reflexiv bt. Gyenge konvergencia, gyenge-* konvergencia. Gyenge = gyenge-*,
a masik irdny pontosan a reflexiv terekre igaz. Példak.

Banach-adjungalt. Banach-adjungélt. A* € B(F',E'), ||A x| = ||A]|. Algebrai tulajdonsigok.

16. el6adas

Banach-terek alaptételei. Baire-kategoriatétel I. Sehol sem siiriiség, els6 kategoriajusag, ma-
sodik kategéridjisag. Baire-kategdriatétel I1. Példa sehol sem differencidlhaté folytonos fiiggvény-
re. Kiegyensulyozottsag, elnyeloség, horddsiag. Minden bt hordds. Nt-ben p félnorma folytonos
& p(z) < Cflx].

17. el6adas

Gelfand—Zabreiko-lemma. Pontonkénti és egyenletesen korlatos operatorcsaladok. Banach egyen-
letes korlatossagi tétele. Gyengén korlatos halmaz. Normalt tér részhalmaza korldtos < gyengén
korlatos. Banach—Steinhaus-tétel. Hellinger—Toeplitz-tétel.

18. el6adas

Zéart leképezés. A zartsag jellemzése sorozatokkal. Banach-féle zartgraf-tétel. Banach-féle linearis-

homeomorfizmus-tétel. Linedrishomeomorfizmus-tétel = zartgraf-tétel.



19. el6adas

Invertélhaté operatorok Banach-téren. Folytonos invertalhatésag, G(B(FE)). Carl Neumann-
sor. G(B(E)) C B(F) nyilt. Regularis érték, spektrum, spektrumpont, sajatérték, sajiatvektor.
Ekvivalens feltétel a spektrumpontokra. Shift-operdtorok. p(4) C K nyilt és |A| > ||A|| = X €
p(A). SpA C EHAH (0,K) kompakt. Spektrum komplex Banach-térben (BN).

Invertalhaté operatorok Hilbert-téren. Adjungilt és inverz kapcsolata, Sp A* = {\ : A €

Sp A}, ez sajatértékekre nem igaz. Normélisra To = \x = T*x = \z.

20. eldadas

Banach-terek kozti linearis homeomorfizmusok jellemzése. Hilbert-térben a spektrumpontok jel-
lemzése. Sp A C W(A). Kovetkezmény 6nadjungalt ill. pozitiv operatorokra.

Specialis operatorok Hilbert-téren. Onadjungalt operatorok: Félskalarszorzat. CBS félska-
larszorzatra. CBS operdtorokra. Onadjungéltakra inf(Az|z), sup(Az|z) € Sp A.

Pozitiv operatorok: Rendezés énadjungalt operatorokra.

21. el6adas

Vigier-tétel. Pozitiv operator pozitiv négyzetgyoke felcserélhetdségi feltétellel.

Ortogonalis projekcick: Zart linearis altérre valé ortogondlis projekcié tulajdonsigai.

22. el6adas

P = P* = P? = P ortogonélis projekcié (ker P)'-re.

Unitér és izometrikus operatorok: Unitér operator, izometrikus operator. Unitér = izometrikus.
Izometrikussag jellemzése. Unitérség jellemzése.

Kompakt operdtorok: Kompakt operdtor. T' kompakt < T(B) teljesen korldtos. Kompakt =
folytonos. K (F) < B(FE). Véges rangt operdtor kompakt. Véges rangti operatorsorozat operator-
normaban vett limesze kompakt.

Kompakt normalis operatorok: Ortogonélis sorbdl szarmaztatott normélis ill. kompakt operétor.

23. el6adas

Lemma a Hilbert-térbeli normalis operator sajatértékérol. Lemma a komplex Hilbert-térbeli nor-
malis operdtor sajatértékérdl. Hilbert—Schmidt-tétel.

Riesz-lemma. Végtelen dimenzids nt zart egységgombje nem kompakt, kovetkezmények.

24. el6adas

Kompakt operatorok Riesz-féle alaptétele. Fredholm-alternativatétel. Kompakt operatorok spekt-
rumanak jellemzése.



